Dzien pierwszy - grupa starsza

. Zalézmy, 7ze a,b,c sa liczbami rzeczywistymi dodatnimi takimi, ze a(b+ ¢) = 152, b(c + a) = 162

oraz c¢(a 4+ b) = 170. Wyznacz warto$¢ wyrazenia abe.

. Wewnatrz trojkata réwnobocznego ABC znajduje sie punkt P taki, ze
|PA|=6, |PB|=38, |PC|=10.
Wyznacz pole trojkata ABC.

. Na tablicy napisano ciag kolejnych n liczb catkowitych, poczawszy od 1. Nastepnie wymazano jedna
z zapisanych liczb, powiedzmy k. Srednia arytmetyczna pozostalych liczb réwna jest 351—77. Znajdz
najmniejsza liczbe k, ktéra mozna wymazaé (sposréd wszystkich k dla wszystkich mozliwych n),

aby uzyskaé¢ powyzsze warunki.

. Na przyjeciu spotkalo sie 2013 os6b. Wiadomo, ze wsérod kazdych trzech oséb mozna wskazaé taka,
ktoéra zna dwie pozostale osoby z tej trojki. Wykaz, ze pewna osoba zna wszystkie inne osoby obecne

na przyjeciu. Uwaga. Przyjmujemy, ze jesli osoba A zna osobe B, to osoba B zna osobe A.

. Punkt I jest $rodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, w ktérym |AB| # |AC|. Proste BI i CI
przecinaja boki AC' i AB odpowiednio w punktach D i E. Wyznaczy¢ wszystkie miary kata BAC,
dla ktérych moze zachodzié |DI| = |EI|.
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1. Z warunkéw zadania wynika, ze zachodzi uktad réwnan:

ab+ ac = 152
ab + bc = 162
ac+ be =170

Dodajac te rownania stronami otrzymujemy 2ab + 2bc + 2ac = 484. Zatem ab + bc + ac = 242.
Poréwnujac te réwnosé z kazda z réwnosci wymienionych w ukladzie rownan dostajemy: ab =
242 —170 = 72, bc = 242 —152 = 90, ac = 242 — 162 = 80. Zatem (ab)(bc)(ca) = 80-90-72. Szukana

liczba abe jest pierwiastkiem kwadrateowym tej wielkosci (poniewaz a,b, ¢ > 0) i wynosi 720.

2. Odbijamy punkt P wzgledem kazdego z trzech bokéw AB, BC, C A otrzymujac odpowiednio punkty
Py, P, Ps. Nastepujace pary trojkatéw sa w ten sposéb przystajace: APy B oraz APB, dalej BP,C
oraz BPC, wreszcie CP3A oraz CPA. Zatem [AP,BP,CPs] = 2[ABC|, gdzie przez [X;...X,]
oznaczamy pole wielokata (w naszym przypadku zawsze — wypuktego) X ... X,,. Z drugiej zachodzi
rownos¢:

[APlBPQCPS] = [P1P2P3} + [PlBPQ} + [PQCP?,] + [P3AP1].

Zauwazmy, ze katy £ PyBPs, {P,CP3, £ P3AP; maja miary 120°. Co wiecej |P1B| = |BP| = 8,
|PQC| = |CP2‘ = 10, |P3A| = |AP1| = 6. Zatem

441
(64 + 00+36)\/§:50\/§.

[PyBP,] + [P,CPs] + [Ps AP = 1
Natomiast [P Py| = 83, |PoPs| = 10v/3, |P3P;| = 6v/3. Trojkat Py PyP3 jest zatem prostokaty i

jego pole réwne jest 72. Zatem [AP, BP,CPs] = 72 + 504/3. Stad [ABC] = 36 + 25v/3.

3. Zalézmy, ze przed wymazaniem pewnej liczby na tablicy znajdowalo si¢ n kolejnych liczb catkowi-

tych, poczawszy od 1. Suma elementéw tego zbioru to w Przyjmijmy, ze wymazana zostala
liczba k < n. Warunek dotyczacy sredniej pozostalych na tablicy liczb mozemy zatem przepisa¢ w

postaci nastepujacego réwnania:

n(n+1) _k 1
S A 351 -~ 17 <n(nz—|—)

— =602(n —1).
— T k) 602(n — 1)

Jest jasne, ze NWD(602,17) = 1, a zatem n — 1 jest liczba podzielna przez 17. Zatem n ma postaé

n = 17p+ 1, dla pewnego p > 1 calkowitego. Nasza réwnosé przybiera zatem postac:
(I7p + 1)(17p + 2) — 2k = 1204p.
Po rozwinieciu otrzymujemy rownanie postaci:
289p? — 1153p + 2 = 2k.

Zauwazmy, ze minimum funkcji kwadratowej znajdujacej sie po prawej stronie jest przyjmowane
dla p = 1153/578 ~ 1.99. Zatem argumentem calkowitym p, dla ktéregp f(p) = 289p> — 1153p + 2

przyjmuje najmniejsza warto$é catkowita jest p = 2. Latwo widzieé, ze dla p = 1,2, 3 funkcja f(p)



przyjmuje wartoéci ujemne. Zatem najmniejszym argumentem catkowitym dodatnim p, dla ktérego
f(p) przyjmuje warto$¢ caltkowita dodatnia jest p = 4. Wéwczas f(p) = 14, a zatem k = 7. Zatem
k = 7 jest najmniejsza liczba, jaka mozna wymazaé z tablicy kolejnych n (w tym przypadku: n = 69)

liczb tak, by érednia pozostalych wyniosta 351—77.

. Zadanie z III etapu VIII OMG. Przypuscmy, ze wsrod uczestnikéw przyjecia istnieje osoba A, ktéra
nie zna przynajmniej dwéch innych osé6b B i C. Wéwcezas sposrdd oséb A, B, C' nie mozna wska-
zaé takiej, ktora zna dwie pozostale osoby z tej trojki. Opisany przypadek jest zatem sprzeczny z
warunkami zadania, skad wniosek, ze kazdy uczestnik przyjecia zna wszystkich innych lub nie zna

doktadnie jednej z pozostalych osob.

Zauwazmy, ze w takiej sytuacji ludzi, ktérzy sie nie znaja, mozemy polaczyé w pary. Gdyby nie
istniala osoba, znajaca wszystkich pozostalych, to kazdy z obecnych nalezalby do jakiejs pary. Jest
to jednak niemozliwe, gdyz liczba uczestnikéw przyjecia jest nieparzysta. Z otrzymanej sprzecznosci

wynika, ze pewna osoba zna wszystkie inne osoby obecne na przyjeciu.

. Zadanie z II etapu 51 OM. Wykazemy, ze jedyna wartoscia przyjmowana przez BAC jest 60°.
Skoro I jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC, to katy IAD oraz I AE sa rowne. Zatem
z twierdzenia sinuséw, zastosowanego do tréjkatéw ADI oraz AEI otrzymujemy sin(£LAEI) =

sin(LADI). Zatem dostajemy dwa przypadki:
LAEI = KADI lub AAEI+ £ADI =180°.

Przypuéémy najpierw, ze zachodzi réwno$¢ L AEI = L ADI. Wtedy rowniez L{AIE = LAID, co
oznacza, ze trojkaty AET oraz ADI sg przystajace (cecha kbk). Zatem |AD| = |AE|. To dowodzi,
ze przystajace sa takze tréjkaty ADB i AEC (cecha kbk). Stad uzyskujemy réwnosé |AB| = |AC),

co przeczy zalozeniom poczynionym w treéci zadania.

Pozostal do rozpatrzenia przypadek, w ktorym LAET + LADI = 180°. Wtedy punkty A, E, I, D

leza na jednym okregu. Zatem:
ABAC = ADIC = LIBC + £LICB = %AABC’ + %A{BC’A.
Stad otrzymujemy:
180° = LBAC + LABC 4+ {BCA = {BAC +24BAC = 3{BAC = {BAC = 60°.

Do zakoniczenia pozostato wykazaé, ze istnieje tréjkat ABC, w ktérym |AB| # |AC, L{BAC = 60°
oraz |DI| = |EI|. Wykazemy wiecej: w kazdym tréjkacie ABC' o kacie BAC réwnym 60° zachodzi
réwnosé |DI| = |EI|. Jesli L BAC — 60°, to

ADIC = %AABC + %KBCA =90°

oraz %KBAC = 60° = LBAC. Na czworokacie AEID mozna wiec opisaé¢ okrag. Poniewaz Al jest
dwusieczna kata EAD, to |DI| = |EI|.
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. Cuzy istnieje taki tréjkat o bokach diugosci a, b, ¢, ktérego pole jest réwne i(ab + be)? Odpowied?

uzasadnij.

. Wyznacz wszystkie parami niepodobne tréojkaty o obwodzie réwnym 20, ktérych wszystkie boki

maja dlugosci catkowite.

. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych x,y spelniajacych rownanie
(z+y)? —2(zy)? =1.

. Znajdz najwieksza liczbe catkowita dodatnig n spelniajaca nastepujace dwa warunki:

e n2 moze byé przedstawiona jako réznica szeécianéw dwéch kolejnych liczb catkowitych,

e 2n + 79 jest kwadratem liczby calkowite;j.

. Niech f(n) bedzie liczba catkowita najblizsza do /n, tzn. f(n) réwne jest takiemu calkowitemu k,

dla ktérego wyrazenie |/n — k| przyjmuje, dla ustalonego n, minimalng warto$é. Znajdz

R U S
f) - f(2) 7 f(2003)
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1. Zadanie z IT etapu VII OMG. Wykazemy, ze taki trojkat nie istnieje. Przypu$émy, ze istnieje trojkat
o bokach dlugosci a,b,c i polu réwnym 1(ab + bc). Oznaczmy przez h wysokoéé tego tréjkata

opuszczong na bok b. Wéwczas:
1 1 1
ibh: Z(aberc), czyli h= §(a+c).

Z drugiej strony h < a oraz h < ¢ oraz przynajmniej jedna z tych nieréwnos$ci jest ostra (w
przeciwnym razie trojkat ten miatby dwa katy proste). Wobec tego 2h < a + ¢, czyli h < %(a +c).

OtrzymalisSmy sprzecznoscé.

2. Zatézmy, ze trojkat o bokach dlugosci a < b < ¢ jest jednym z szukanych. Jest jasne, ze ¢ > 6. W
przeciwnym razie obwdd tréjkata bedzie mniejszy niz 20. Z drugiej strony jesli ¢ > 10, to a+b < 10
i nie jest spelniona nieréwnos¢ tréjkata. Zatem c¢ przyjmuje jedng z wartosci: 7, 8 lub 9. Jesli ¢ = 9,
woéwczas trojka (a,b, ¢) ma jedna z postaci: (5,6,9), (4,7,9), (3,8,9), (2,9,9). Jesli ¢ = 8, wéwczas
tréjka (a, b, ¢) ma jedna z postaci: (6,6,8), (5,7,8), (4,8,8). W przypadku, gdy ¢ = 7, tréjka (a, b, ¢)

ma jedna mozliwa postaé: (6,7, 7). Dostajemy zatem mozliwe tréjki (a, b, c):
(5,6,9), (4,7,9), (3,8,9), (2,9,9), (6,6,8), (5,7,8), (4,8,8), (6,7, 7).

Pozostaje pokazac, ze zadne dwa tréjkaty o bokach dtugosci a, b, c odpowiadajace przedstawionym
wyzej trojkom nie sa podobne. Zauwazmy, ze tréjkaty odpowiadajace tréjkom (2,9,9), (6,6,8),
(4,8,8), (6,7,7) sa réwnoramienne, a tréjkaty odpowiadajace pozostalym tréjkom nie sa réw-
noramienne. Zatem zaden z wymienionych 4 tréjkatéow nie jest podobny do jednego z trdjkatéw
opisanych tréjka (5,6,9),(4,7,9),(3,8,9),(5,7,8). Co wiecej, na mocy cechy podobienstwa BBB
mozemy stwierdzié¢, ze wszystkie tréjkaty réwnoramienne opisane przez tréjki (2,9,9), (6,6,8),
(4,8,8), (6,7,7) sa parami niepodobne. Pozostaje stwierdzié, czy pewne dwa tréjkaty opisane przez
trojki (5,6,9), (4,7,9),(3,8,9), (5,7,8) sa podobne. Na mocy cechy BBB podobienistwa widzimy, ze
jesli tréjkaty odpowiadajace tréjkom (a, b, c), (a/,V’,¢’) sa podobne, to a/a’ = b/ = ¢/c. Zatem
a=d &b =bs  =c, wiec ¢ # . Zatem tréjkaty (5,6,9),(4,7,9),(3,8,9) sa parami niepodob-
ne. Z tych samych powodéw nie sa podobne pary tréjkatéw (5,6,9), (5,7,8) oraz (4,7,9),(5,7,8)
(przynajmniej jedna para odpowiadajacych sobie bokéw ma te sama dlugosé). Ostatnia para, ktéra
sprawdzamy jest para (3,8,9), (5,7,8). Skoro jednak 3/5 # 8/7, to tréjkaty wyznaczone przez te

pare tréjek réwniez nie sa podobne. To konczy dowdd.
3. Zadanie z I etapu 54 OM. Dla dowolnych liczb rzeczywistych x,y > 2 mamy

:cy:xo%+y~ > x+y.

|8

Zatem dla liczb rzeczywistych x,y > 2 prawdziwe sa nieréwnoéci
2ay)* +1> (xy)* > (2 +)°,

co oznacza, ze dane réwnanie nie ma rozwiazan w liczbach naturalnych (a nawet rzeczywistych)

x,y = 2. Wobec tego, jesli para liczb calkowitych dodatnich spelnia dane w tresci zadania réwnanie



to jedna z liczb x,y musi by¢ réowna 1. Przyjmijmy, ze wzgledu na symetrie, ze ta liczba jest x.
Dane réwnanie przyjmuje wéwczas postaé (y + 1)2 — 2y? = 1. Dostajemy zatem y = 2. Réwnanie

ma wiec dwa rozwiazania (z,y) postaci (1,2) oraz (2,1).
. Niech n? = (m +1)3 —m3 = 3m? + 3m + 1, lub réwnowaznie:
(2n4+1)(2n — 1) = 4n? — 1 = 12m? + 12m + 3 = 3(2m + 1)%

Skoro 2n + 1 oraz 2n — 1 sa obydwie nieparzyste i ich réznica wynosi 2, to sa to liczby wzglednie
pierwsze. Skoro jednak ich iloczyn jest trzykrotnoscig kwadratu liczby catkowitej, to jedna z nich
musi by¢ kwadratem, a druga musi by¢ trzykrotnoscia kwadratu. Nie jest mozliwe, aby 2n — 1 byto
trzykrotnoscia kwadratu, poniewaz woéwczas 2n + 1 byloby kwadratem przystajacym 2 modulo 3,

co nie jest mozliwe.

Zatem 2n—1 = b2, dla pewnego b catkowitego dodatniego. Takze 2n+79 jest kwadratem, powiedzmy
a?, dla pewnego a catkowitego dodatniego. Jest jasne, ze a > b. Zatem (a+b)(a—b) = a® — b% = 80.
Skoro a — b oraz a + b maja te sama parzysto$¢ oraz ich iloczyn jest parzysty, to kazdy z czynnikéw
jest parzysty. Skoro n = (b? — 1)/2, to aby zmaksymalizowaé¢ n wystarczy zmaksymalizowaé b.
Wiadomo natomiast, ze 2b = (a+b) — (a —b). Latwo widzieé, ze réznica powyzsza jest maksymalna,
gdy a + b = 40, za§ a — b = 2. Wowczas a = 21,b = 19, a stad n = 181 oraz m = 104. Zatem
odpowiedz to 181.

. Skoro f(n) jest liczba calkowita najblizsza /n to wiemy, ze |/n — f(n)| < 1/2. Wynika stad, ze
zachodza nieréwnosci:
(f(n) =1/2)* <n < (f(n) +1/2)%

Jak interpretowaé te nieréwnosci? Dla przyktadu, jesli n jest liczba z przedziatu (0.5%, 1.5%), wéwczas
f(n) = 1. Jedli n jest liczba z przedzialu (1.5%,2.5%), wéwezas f(n) = 2. Ogdlnie, jedli liczba n jest
z przedziatu ((k — 0.5)%, (k + 0.5)%), wowezas f(n) = k. Uzywajac wyrazen dwumianowych:
;kt%m%, (k+0.54):k4+2k3+g 1—16
widzimy, ze (k +0.5)* — (k — 0.5)* = 4k3 + k, co jest liczba calkowita dla kazdego k catkowitego.

1
(k—0.5%) = k* —2k3 + k2+§k+
Innymi stowy dokladnie 4k3 + k wartosci liczby n daje wartosé f(n) = k. Przyktadowo, dokladnie
4-13 +1 = 5 wartoéci liczby n daje f(n) = 1. Nastepnie 4 - 23 + 2 = 34 wartosci liczby n daja
1

b) = 2 itd. Interesuje nas policzenie sumy wyrazen postaci -+ dla 1 < n < 2003. W sumie tej
fn)

jest dokladnie 4k3 + k wyrazéw postaci %, czyli suma ta ma postac:

L e R .
~—_——
5 34 k3+k

Cala suma ma 2003 sktadnikéw, w tym: 5 sktadnikéw 1/1, 34 sktadniki réwne 1/2, 111 skladnikéw
postaci 1/3, 260 skladnikéw postaci 1/4, 505 skladnikéw postaci 1/5, 870 skladnikéw postaci 1/6
oraz 2003 - (5 + 34 + 111 + 260 + 505 + 870) = 228 skladnikéw postaci 1/7. Zatem suma ma

postaé:

1 1 1 1 1 1 1 218 4
5-I+34~§+111'§+260'1+505~5+870~6+218~?—370+?7401?.
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. Zakladajac, ze:

1 n 1 . 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 N
21170 316! 415! 514! 61130 71120 8111l 910! 118!
znajdz najwieksza liczbg calkowita nie wigksza niz %.

. W centrum wielkiej (i plaskiej) prerii, przy przecieciu dwéch prostopadlych autostrad stacjonuje
wbz strazacki. Woz ten moze podrézowaé po autostradzie 50 mil na godzine, a po prerii - 14 mil na
godzine. Rozwazmy zbior punktow prerii, do ktérych woz strazacki moze dojechaé¢ w ciggu 6 minut.

Wyznacz pole tego obszaru.

. W przestrzeni danych jest 6 punktow, z ktérych zadne cztery nie leza na jednej ptaszczyznie. Laczac
niektére z tych punktéw narysowano 10 odcinkéw. Wykaz, ze w ten sposob uzyskano co najmniej

jeden trojkat.

. Trzy rézne punkty A, B, C leza na okregu o. Proste styczne do okregu o w punktach A i B przecinaja
sie¢ w punkcie P. Prosta styczna do okregu o w punkcie C' przecina prosta AB w punkcie Q.
Udowodnié, ze:

|PQI” = |PBI* +|QC/*.
. Dana jest liczba pierwsza p oraz takie liczby catkowite x, vy, 2, ze:
O<z<y<z<p.

Wykazaé, ze jesli liczby 23, 33, 22 daja takie same reszty przy dzieleniu przez p, to liczba x2 +y2 4 22

jest podzielna przez x + y + 2.
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1. Mnozymy obydwie strony réwnosci przez 19!, aby otrzymaé¢ réwnosc:

() () o () o

Wiadomo, ze (2) = ( " ) Zatem dostajemy réwnoscé:

n—k
19 19 19
() () + o+ (12) — s

Dla dowolnego n calkowitego dodatniego zachodzi natomiast réwnoscé:

(M) (7)) =2
0 L)) =2
1 1 1 1
38N:219—(09)—(19>—<1Z>—(1g):219—1—19—1—19:219—40.

Stad N réwne jest:

Zatem:

218 —20 (224 1)(22-1)
T n 3796

Zatem odpowiedz to 137.

2. Przyjmujemy, ze preria jest plaska i wprowadzamy uktad wspoétrzednych OXY o srodku O w punkcie
przeciecia autostrad. Osie OX, OY sa natomiast prostymi zawierajacymi autostrady przecinajace
sie w O. Rozwazmy przypadek, gdy wéz porusza si¢ w kierunku punktu w pierwszej éwiartce
przemierzajac najpierw pewien odcinek autostrady. Po przebyciu z mil, ¢ = d/r = x/50 czasu
mineglo. Jesli woz opuszcza autostrade, moze podrézowadl jeszcze przez t = % — &5 godzin, a wigc
przeby¢ d =rt = 14t = 1.4— ;—“5” mil. Moze zatem zakonczy¢ trase w dowolnym punkcie zawartym w
kole S, o érodku (z,0) oraz promieniu 1.4 — g—g Jesli x = 5, woéwczas S, jest okregiem o promieniu
0. Wszystkie okregi postaci S,, dla « € [0,5] sa jednokladne o $rodku jednokladnosci w punkcie
(5,0). Okregi te maja wspélng styczna przechodzaca przez punkt (5,0).

y

5

Wyznaczmy réwnanie tej prostej stycznej. Nazwijmy ja [;. Rozwazamy okrag o srodku w (0,0).
Ma on promien 1.4. Zalézmy, ze szukana prosta [y jest styczna do tego okregu w punkcie A. Z

Twierdzenia Pitagorasa |[AB|? + |AO|*> = |OB|?, a wiec |AB| = /52 —1.42 = 2. W takim razie
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51> & Wiec nachylenie szukanej prostej to —%. Skoro prosta ta przechodzi

tangens kata ABO wynosi
przez punkt (5,0), to jej réwnanie ma postaé: y = —%(x —5). Prosta l1, razem z osia x ogranicza
region, w ktéry wéz strazacki moze zajechaé przy zatozeniu, ze w kazdej chwili przyrasta wspél-
rzedna x polozenia tego wozu. Analogicznie, prosta ls opisana rownaniem y = 5 — %x ogranicza
region w jaki woz ten moze zajechaé przy zalozeniu, ze w kazdej chwili przyrasta wspélrzedna y.
Zatem w pierwszej ¢wiartce woz strazacki moze dotrzeé¢ do regionu ograniczonego prostymi /1 oraz

Iy przecinajacymi sie w punkcie (35/31,35/31) oraz osiami OX i OY.

y

Zatem pole calego obszaru jest suma pola kwadratu o boku 70/31 oraz czterech tréjkatéw o pod-

stawach dlugosci 70/31 i wysokosciach réwnych 5 — 35/31, a wigc wynosi ono:

(70/31)2 +4 - 70/31 - (5 — 35/31) /2 = 70/31(70/31 + 10 — 70/31) = 700,/31.

3. Zadanie z II etapu II OMG. Zauwazmy najpierw, ze z pewnego punktu wychodza co najmniej
4 odcinki: w przeciwnym razie wszystkich odcinkéw byloby co najwyzej % =9, a jest ich 10.
Oznaczmy wiec dane punkty przez A, B,C,D, E, F oraz przyjmijmy, ze punkt A jest polaczony
z punktami B,C, D, E. Z punktu F wychodzi co najwyzej 5 odcinkéw, a zatem skoro wszystkich
odcinkow jest 10, to pewne dwa punkty sposréd B, C, D, E musza by¢ polaczone. Punkty te wraz

z punktem A daja zadany tréjkat.

4. Zadanie z I etapu 54 OM. Niech M bedzie srodkiem odcinka AB. Woéwczas trdjkat PMQ jest pro-
stokatny. Na mocy twierdzenia Pitagorasa oraz podobienstwa trojkatéw QBC i QC A otrzymujemy:

[PQI* = |PMP* +|QM|* =
=|PBP? — [MB[* + |QM|* =
= |PB* + (|QM]| — [MB|)(|QM| + |MB|) =

= |PB|* +|QB| - |QA| = |[PB|* +|QCP.

5. Zadanie z III etapu 54 OM. Poniewaz liczba y° — 23 = (y — 2)(2? 4+ 2y + y?) jest podzielna przez p
oraz 0 < y —x < p, a wiec liczba 22 + xy + y? jest podzielna przez p. Podobnie liczby y? + yz + 22

oraz x? + 2z + 22 sa podzielne przez p. Zatem liczba:

(@ +ay+y’)— P +yz+2°)=(z—2)(z+y+2)



jest réwniez podzielna przez p, co implikuje podzielnos$¢ przez p liczby x + y + z. Liczba ta, jako

mniejsza niz 3p jest wiec réwna p lub 2p.
7 podzielnoéci przez p liczb 2% + zy + y2, y? + yz + 22 oraz x° + 2z + 22 wynika podzielnoéé przez
p ich sumy pomnozonej przez 2 czyli liczby:
20202 + 22 + 222 v ay +yzr +az) =32 + P+ 22) + (x +y + 2)%
Z danych w tresci zadania wnioskujemy, ze p > 3, co w polaczeniu z powyzsza réwnoscia dowodzi

podzielnoéci przez p liczby 22 + y2 + 22.

Zatem w przypadku x +y+ z = p zadanie zostalo rozwiazane. Jesli za$ x +y+ 2z = 2p, to z réwnosci
(r+y+2)? =22 +y%+ 2%+ 2(vy + yz + zz) wynika, ze liczba 22 + y? + 22 jest parzysta. Jest ona

rowniez podzielna przez p, a zatem dzieli sie takze przez = + y + z.



